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Leg uw collegekaart aan de
rechterkant van de tafel.
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OPGAVE 1
Punten: a+b+c+d+e=2+4+4+4+4=18

Een elektrische dipool bevindt zich in de oorsprong (0, 0, 0) (zie figuur). Het
dipoolmoment wordt gegeven door P = PZ. Als we veronderstellen dat we de dipool

kunnen beschrijven als een mathematische (of pure) dipool dan wordt de potentiaal
gegeven door

Z
r-p pcosé
Vdip(ria) = 2 = 2
Are,r°  Ame ¥
a) Leg uit wat bedoeld wordt met een

‘mathematische’ dipool.

b) Gebruik de potentiaal om aan te tonen
dat het elektrische veld gegeven wordt
door

Eqip(r.0) = P (2cos@ r+sind O)

3

C) Bereken de grootte en richting van de kracht op een lading +q op de x-as in het

punt (2a, 0, 0). Geef een uitdrukking in bolco6rdinaten en een uitdrukking in
cartesische coordinaten.

d) Doe hetzelfde voor een lading —q in punt (a, 0, -a).

e) Stel nu dat we (naast de mathematische dipool in de oorsprong) ook een fysische
dipool hebben die langs de x-as ligt (zie onderstaande figuur) met een lading q in
het punt (a, 0, 0) en een lading —q in het punt (2a, 0, 0). Hoeveel energie kost het
om deze fysische dipool in het zy-vlak te brengen met de negatieve lading in het
punt (0, a, a) en de positieve lading in het punt (0, a, 2a)




OPGAVE 2
Punten: a+b+c+d+e =4+3+4+4+3=18

Een lange cilinder met straal a ligt met de lengteas langs de z-as (figuur). Door deze
cilinder stroomt lading in de 4Zz-richting, deze stroom wordt beschreven door de
volgende stroomdichtheid (in C s* m™):

. (ST
f(s) _ k sms(7) 5

waarin k een constante is. Coaxiaal om de cilinder heen ligt een cilinderopperviak met
straal b. Over deze cilinder stroomt een stroom I (in C s™) in de —2 richting. Deze stroom
is homogeen over het cilinderoppervlak verdeeld. Je mag in deze opgave veronderstellen
dat de cilinder oneindig lang is en dat het cilinderoppervlak oneindig dun is.

3 |
5 j(s) ub
1 —> #a v TS . C

Figuur: Lengte- (links) en dwarsdoorsnede (rechts) van de geometrie van de opgave.

Gegeven is dat k = 4L

a
a) Bewijs dat de grootte van totale stroom door de lange cilinder met straal a gelijk is
aan I.
b) Geef de wet van Ampere in integrale vorm en leid hieruit de wet van Ampére in
differentiéle vorm af.

We delen de ruimte op in de volgende drie gebieden (zie figuur):
1)s<a;2)a<s<b;3)s>bh.

c) Bereken het magnetische veld Binde gebieden 1, 2, en 3.

Er wordt een paramagnetisch materiaal (met magnetische susceptibiliteit y,,)
aangebracht in gebied 2.

d) Bereken nu het magnetische (hulp)veld H en het magnetische veld B in gebied 2.

Neemt de grootte van Bin gebied 2 toe of af ten gevolge van het paramagnetische
materiaal?

e) Toon aan dat op de rand bij s = b voldaan is aan de volgende randconditie (I? is hier
een oppervlaktestroomdichtheid):

§boven - §onder = Ho (I? X ﬁ)



OPGAVE 3
Punten: a+b+c+d+e=4+3+4+4+3=18

Gegeven is de getekende schakeling.

R
y
I
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a) Geef alle vergelijkingen voor de knopen (Kirchhoff 1).

b) Geef alle vergelijkingen voor de mazen (Kirchhoff 2).

c) Gegeven is dat V, =8V en R =1 Q. Bereken de waarde van alle in de schakeling
aangegeven stromen.

Gegeven is de hieronder getekende schakeling voor een stationaire wisselspanningsbron
die in de reéle schrijfwijze beschreven wordt door V = V,cos (wt).

V, cos(at)

%,

d) Geef de stroom I in de complexe schrijfwijze.
e) Geef de stroom I in de reéle schrijfwijze.



OPGAVE 4
Punten: a+b+c+d =4+4+6+4=18

In de oorsprong bevindt zich het middelpunt van een geleidende bol met straal a. In het
punt x = D bevindt zich het middelpunt van een geleidende cilinder met straal a en
lengte L waarvan de lengteas loodrecht op de x-as staat (zie figuur). We brengen nu op de
geleidende bol een lading Q en op de geleidende cilinder een lading —Q aan. Je mag in
deze opgave aannemen dat de verhouding a/L zodanig klein is dat randeffecten mogen
worden verwaarloosd (je mag dus een homogene ladingsverdeling over de cilinder
veronderstellen). Tevens is de verhouding a/D voldoende klein zodat de ladingen op de
geleiders elkaar niet beinvloeden.

Druk, in je antwoord op onderstaande vragen, de richting van een veld of kracht uit in
combinaties van de eenheidsvectoren X, y, en Z.

a)
b)

c)

d)

Bereken (via de wet van Gauss) het elektrisch veld E ten gevolge van de lading op de
bol op de positie x (zie figuur).

Bereken (via de wet van Gauss) het elektrisch veld E ten gevolge van de lading op de
cilinder op de positie x (zie figuur).

Laat zien dat het potentiaalverschil AV tussen de bol en de cilinder gegeven wordt
door,

V= Q D —2a +11 (D—a>]
- 2meg 12(D — a)a L

Gegevenisnudat D = 7aen L = 121In(6)a. Bereken de capaciteit C van dit systeem
van twee geleiders.
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Uitwerking
OPGAVE 1

Onderdeel a)
Een mathematische of pure dipool is een abstractie van een fysische dipool waarbij de
afstand d tussen de lading naar nul gaat, de grootte van de ladingen g naar oneindig gaat

terwijl het product p =dg (het dipoolmoment) constant blijft.

Onderdeel b)
Zie boek pagina 153, gebruik E =—VV in bolcodrdinaten

e __ﬂ_ 2pcosé

dip.r or  Ame,r®

_ 18V _ psing

W r 00 Ame,r®
1 oV

ding = v i AL 0
rsiné og¢

Onderdeel c)

Gebruik F(2a,0,0) =qE,. (2a, 0, 0)

dip
Op de x-as geldt € = %: sin@ =1Acos@ =0en dus (gebruik gegeven formule voor het

dipoolveld)

F(2a00)=q— =g P ¢
( ) q47rgo(2a)3 q327rgoa3

en met & = cos &cos ¢k + cos #sin ¢y —sin &z = —2 volgt

F(2a00)=—q__ " 7
( ) q327z50a3

Onderdeel d)
Gaat idem als onderdeel ¢ maar dan iets meer rekenen.

F(a,0,—a) =—qgE,_(a,0,-a)

dip
In het punt (a, 0, -a) geldt

H:?’Z/\¢:0:>sim9:;\2en cosaz—;\Zensinqﬁ:Oen cos¢ =1 en ook

r=-/a®+a? =/2a endus



F(a,0,—a) =—q (—/2r + ;@9)

B
8\/572'6‘03.3
En met

r =sin@cos gk +sindsingy +cos = 1+ 2% — 1. /22
0 =cos Ocos gk + cos Osingy —sin G =—1 28— 1/22

wordt dit

F(a0-a)=—q— " (-x+2-1%-12)=—q— P _(-2x+l2)=q— P _(3%—2
@0-a)=-0g 5 s (Xr2-ii-fo)=—gp (il =a s 5 (@-2)

Onderdeel d)
AE =W =+q[V (0, a,2a) -V (a,0, 0)]-q[V (0, a,a) -V (2a,0, 0)] en dus

e, ) s

+0|=

4re, (\Ea)z e (NEa)z 407¢,a°




OPGAVE 2

Onderdeel a)
We noteren de grootte van de stroom door de cilinder met 1., deze wordt gegeven door:

I, =J;) 2ns](s)ds

a ksin(%) a s a STy |4
= fo Znsfds = 2nk.l; sin (;) ds =—27TkEcos (7) .

= 4ak
Deze grootte is gelijk aan l als k = ﬁ

Onderdeel b)

De wet van Ampére in integrale vorm is: QSB dl = Uo Lone. Hieruit volgt via de
rotatiestelling:

jgﬁ-dfzjg(ﬁxﬁ)-dﬁzyolenc=uofff-d&
en dus:Vxﬁzuof.

Onderdeel c)
We hebben cilindersymmetrie dus de velden zijn in de ¢ richting. Maak een Ampeére-lus
(cirkel) om de z-as met straal s < a en gebruik de wet van Ampeére in integrale vorm.

In gebied 1) § B - dl = 27sB = pglone = ,uof 27rsksm(, ) ds = 27Tku0f sm( )ds
Dus, B = % (—%cos (E) Z) = % (1 — cos (%)) = Z—;: (1 — cos (7)) en tenslotte

a
B=m(t-cs(3))e

In gebied 2) In dit gebied kiezen we een zelfde Ampére-lus maar nu met straal: a < s <
b; dan is de omsloten stroom I,,,. = I en wordt het magnetische veld:
= Mol
B =

4rs 4ms ¥

In gebied 3) Hier is de omsloten stroom I, =1 — I = 0 en dus B=0

Onderdeel d)
Voor het magnetische hulpveld H geldt in gebied 2) (met een Ampérelus met straal
a<s<b;$H-dl =1I" == 2nsH —I=>H——endusH——S¢).Voorhet

enc
magnetische veld B geldt B = Uo(1 + Xm)H- Omdat het materiaal paramagnetisch is
geldt dat y,,, > 0 en neemt de grootte van B toe.



Onderdeel e)
Bij s = b geldt B, gy = %(ﬁ en Byopen = 0.
Verder geldt: K= I_{} + I?b de som van de vrije oppervlakte stroom en de gebonden

oppervlakte stroom. De gebonden oppervlakte stroom vinden we met: I?b =Mxf=

= N Xml A~ N Xm!l A .. .= I A
X § =2 = —20 2 m =——3
XmH %X § P XS§ et De vrije oppervlaktestroom is K p—t
En dus E _ E =0— po(I+xm)I A - _ po(1+xm)I A en
boven onder 21h 4 21h @
o A 1 Xml) A A po(L+xm)I A~ .
X = — _— —_— X = ——>="""0.
uo(K n) Ho (an to.5)2%8 vl Dus er is voldaan aan de

randconditie.



OPGAVE 3
Onderdeel a)
Er zijn drie knopen, hiervoor gelden de volgende drie knoopvergelijkingen.

K1:11_12_13_I4:0
K212+I4_15=0
K315+I3_11:0

Deze zijn niet onafhankelijk; de derde vergelijking K3 volgt bijvoorbeeld uit K2+K1.

Onderdeel b)
Er zijn drie mazen, hiervoor gelden de volgende drie maasvergelijkingen (doorloop de
mazen met de klok mee, rechtsom).

Ml VO - IlR - I3R == O
M2: IR — [,R — IsR = 0

Onderdeel c)

We hebben 5 onafhankelijke vergelijkingen met 5 onbekenden (de stromen). Dit stelsel
kunnen we oplossen.

Stel I, = I dan volgt uit M3 dat I, = I uit K2 dat Is = I, + I, = 21 en uit M2 dat

I3 = I, + Is = 31. Uit M1 volgt dan;

_ Vo —3IR
™ R
Substitutie van al deze stromen in K1 levert;

Vo

Yo 3[—1—31—1=0=8I Y I
—_ — ] — — | = = =] =
R R 8R

EnmetVy, =8VenR =1Qwordtdit I =1 A. Voor de stromen vinden we dan

Vo—3IR 8-3

= =5A
1 R 1
L=I=1A
I;=31=3A
L=I=1A
Is=21=2A

Onderdeel d)



Definieer stromen | (door de spanningsbron naar boven), I, (door de weerstand naar
beneden) en |, (door de rechter condensator naar beneden).

Kirchhoff 1 (er is 1 onafhankelijke knoop-vergelijking),
I=1+1,
Kirchhoff 2 (er zijn 2 mazen, met de klok mee),

Vo

VO_RIl_ZCIl:O:}Il:R-]—ZC

Zol +RI, — Z.1 ZI—0=>I—11(ZC+R)— Y
ci1 1 ct2 L2 — 2 ZC+ZL _ZC_I_ZL

En dus
I=L+1,=

Vo N Vo ( R+2Z.+2, )
R+Z. Z.+7Z, °\R+2Z)Z.+7Z)
—i

Ergeldt: Z, = iwLen Z; = —

w
Dit invullen levert I in de complexe schrijfwijze,

20 , . 2
R—R+LwL R+l(a)L—R)
1

1=V - - =V,
0 (R~ z¢) (1L~ 5¢) 0 (é—m)“(w”—m)

l

Onderdeel e)
Voor de reéle schrijfwijze vinden we,

el R+i(wL—%) ) Vo\/R2+(wL—%)2
v, _

(%_ w2102) +i(wRL - %) \/(é - ﬁ)z + (wRL - %)2
en

o =sn{e o 2) (b ) o 2)

=tan~! —wL _ % —tan™! —(wRL _ %)
R L__1_
(C wZCZ)

En dus de reéle schrijfwijze wordt



2

\/RZ + (oL - ==

2

Met

> COS (wt + )



OPGAVE 4

Onderdeel a) Wet van Gauss toepassen op een boloppervlak met straal x. Veld is wegens
bolsymmetrie in de radiale richting.

=Qenc_Q E Q

£ £ 41Eyx?

De radiale richting in het punt x is de x-richting dus;

- Q
Epor(x) = Pl X
0

Onderdeel b) Wet van Gauss toepassen op een cilinderoppervlak met straal D — x en
lengte €. Veld is wegens cilindersymmetrie in de richting loodrecht op de cilinder.

= - Qenc _Qf _Q
E-dd = 2n(D — x)¢E = =—-SE=——"
jg ¢ ( 2 o & L =z 2mey(D — x)L

De richting loodrecht op de cilinder in het punt x is de —X-richting dus;

L Q N
Eey () = 2meg(D — x)Lx

¢) Omdat het geleiders zijn is de potentiaal in ieder punt van de geleider gelijk. We
kunnen dus om het gevraagde potentiaalverschil te bepalen bijvoorbeeld het
potentiaalverschil tussen het punt x = a (oppervlak van de bol) en hetpuntx =D —a
(oppervlak van de cilinder) berekenen. Dit potentiaalverschil wordt gegeven door,

a D—-a D—-a

AV = — f E(x)dx = + f E(x)dx = f (Ebol(x) + Ecyl(x))dx =
D-a D—-a Qa a Da
j 4neox2 Zneo(D - x)L Znso f 2x2 (D — x)L) dx =

AV = < [—1 — 1ln(D — x)]D_ ln(a) +—1n(D — a)]

2mey L2x 2TEy [Z(D — a)

AV =

Q [—a+D—a 1 (D—a
—In
L

2(D —a)a + — +11n<D_a>]

2T, a )] 2TE, [Z(D —a)a a



Onderdeel d)

Q

CZW

Met de gegevens vinden we

AV

. Q 7a—2a+ 1 1<7a—a>]_ Q[5+1]_ Q
- 2megl2(7a—a)a  12In6a g a © 2megl12a  12al  4mae,

Endus C = 4mag,



